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Une Involution sur les Chemins de Dyck 
J. C. LALANNE 
We give a bijection between some valuated complete binary trees according to the number of 
leaves and multichains on a partially ordered set. 
Nous Ctablissons une bijection entre certains arbres binaires complets values comptks suivant 
Ic nombre de feuilles et des multichaines dans un ensemble partiellement ordonnC. 
1. INTRODUCTION 
Les formes diagonales gauches ou polyominos parall~llogrammes sont bien connus en 
combinatoire [6,9, 131. Les derniers resultats [4,5,8, 111 concernant l’enumeration des 
polyominos parallelogrammes (plus generalement, des polyominos parallC!ogrammes a
franges) selon l’aire et le nombre de colonnes font apparaitre des fonctions 
gtneratrices s’exprimant comme rapport de q-analogues de fonctions de Bessel. 
Diverses interpretations combinatoires des fonctions obtenues ont ete donnees, en 
particulier, a i’aide d’arbres values et de muhichaines [8,12]. Les deux fonctions 
generatrices obtenues conduisent a des expressions des coefficients de formes 
differentes. Nous donnons dans ce papier une preuve bijective de l’equivalence des 
deux interpretations precedentes. 
Les chemins de Dyck sont des objets classiques de la combinatoire. Le nombre 
d’elements de l’ensemble g,, des chemins de Dyck de longueur 2p est le nombre de 
Catalan 
c, =I 2P ( > P+l P 
Dans la Section 2, nous introduisons un nouveau parametre HP, sur l’ensemble ?d des 
chemins de Dyck. Nous montrons, dans la Section 3, que ce parametre HP, est 
conserve dans une transformation involutive sur 9, due a G. Kreweras [lo]. 
Pour v reel, v> -1, on pose 
Cette fonction 4: est 1iCe a la fonction de Bessel classique de I’Analyse 1, par la 
relation X”‘,,(X) = 2“ja,(x2/4). 
Pour tout reel LY, on note [ LY] = (1 - q “)/( 1 - q) le q-anafogue de (Y et, r designant la 
fonction gamma, si LY > - 1, on d&nit le q-analogue de T(cu) par [r( cu)] = (1 - 
q)‘-” rIn*” (1 - q"+')/l - q,+,>. 
En particuher, lorsque it est un entier naturel, [n] = 1 + q + q* +. . . + q”-’ est le 
q-analogue de n et [r(n + l)] = [l] . [2] - . - [n] est le q-analogue de n !, que l’on notera 
alors [n!]. On trouvera quelques proprietes des q-analogues des fonctions classiques 
dans [l, 2,7]. 
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On definit les fonctions suivantes, ou I,, designe un q-analogue de la fonction 9,: 
Les resultats obtenus dans [12] montrent que 
z 
Lyn(4) @“xx, 9) = c 4yq-$~” 
tt=l R 
oh 44) et A(4) sont des fonctions q-analogues des polynomes intervenant dans un 
resultat de Carlitz [3], sur le quotient des fonctions de Bessel J”+,/J,,. 
Les premieres valeurs des fonctions cu, sont: 
a,(q) = 1, a*(q) = 17 ay3(q) = 1+ qv+2, 
ad(q) = (1+ q + 2qv+2 + 3qv+3 + 2q2v+4 + qZ’f5 + q*“+y + q2(1+ 3qv+* + q*v+5)[Y] 
et les fonctions /z& satisfont a 
ou 1x1 designe la partie entiere de x. 
Les resultats de [8] montrent que les chemins de Dyck peuvent Ctre mis en bijection 
avec certaines multichaines d’un ensemble partiellement ordonne. Nous definissons, 
dans la Section 4, une nouvelle valuation, le v-poids p,,, sur ces multichaines et 
montrons que la bijection precedente transforme HP,, en pv. La somme p,,(V&) des 
poids des multichaines a support de longueur 2n s’ecrit: 
oti h(s) est la hauteur du sommet s du chemin de Dyck IV. Les coeficients py( Ce,) sont 
des fractions de la forme 
PY(%en) = q 
(n+l)(v+l) 
d+dq) 
(1 - d*“-’ K+,(q) 
ou les fonctions /3: satisfont a /3:(q) = II:=, [v + /~]~-“+l. Les resultats obtenus dans 
[12] prouvent, dans le cas ou v est entier naturel, que la fonction generatrice C, de ces 
multichaines satisfait a la relation C,(t, q) = (1 - q)@,,(qt/(l - q)*, q). 
Dans la Section 5, nous definissons sur l’ensemble 9 des arbres binaires complets 
une nouvelle valuation, le v-poids n,, et nous montrons que la bijection entre chemins 
de Dyck et arbres binaires complets, Ctablie dans [8] transforme le parametre HP, en 
JG,. La somme des poids des elements de l’ensemble a,, des arbres binaires complets de 
taille 2n - 1 s’ecrit: 
oti 9(s) est le nombre de feuilles du sous-arbre de A de racine le sommet s. 
Les resultats obtenus dans [12] montrent que les coefficients nV(Yn) 
fractions qui se presentent sous la forme 
sont des 
n(v+‘) a!“(q) 
G(YrI) = (1: q)2”-l pJq) 
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et que la fonction gCnCratrice S, de ces arbres binaires value% satisfait i S,,(r, 4) = 
(1 - 4)@&?W- 4)2? 4). 
A I’aide de ces trois bijections nous obtenons alors, dans la dernikre section, une 
preuve bijective de 1’CgalitC des fonctions gCnCratrices des arbres valuCs et des 
multichaines. 
2. DEFINITIONS ET NOTATIONS 
NOTATION. Soit A un alphabet, on note A* le monoiile libre engendre’ par A. Si a 
est une letfre de A et u un mot de A*, on note 1~1, le nombre d’occurrence de a dans u. 
DEFINITION 2.1. Un mot de Dyck est un mot w E {x, X}* vCrifiant les deux 
conditions: 
(i) Iwl, = Iwl*; 
(ii) pour toute factorisation w = uv, alors Ju(, 3 Jul?. 
DEFINITION 2.2. Un chemin de Dyck est un chemin w = (so, sl, . . . , st,,) de 
P=NxNtelques,=(0,O),s2,=(2p,O)etpourtouti,O~i~2p-1,lepas(~~,si+,) 
est un pas ClCmentaire Nord-Est (s, = (x, y), si+, = (X + 1, y + 1)) ou Sud-Est (s, = 
(XT y), si+1= tx + 1, y - 1)). 
Un pit (resp. creux) est un point si tel que le pas (si_,, Si) est un pas Nord-Est (resp. 
Sud-Est) et le pas (Si, St+,) un pas Sud-Est (resp. Nord-Est). La hauteur du sommet 
si = (x;, yi) est h(si) = yi. 
On identifiera les chemins de Dyck de longueur 2p et les mots de Dyck 
w =x, * * ‘XQ de longueur 2p en associant ?I tout pas (Si- ,, si) Nord-Est (resp. Sud-Est) 
la lettre Xi =x (resp. xi =X). Les pits (resp. creu.x) du chemin de Dyck correspondent 
aux facteurs xn (resp. ax) du mot de Dyck. Les double-monr6es (resp. double- 
dexentes) correspondent avec les facteurs XX (resp. X X). 
NOTATION. On dCsigne par DL (resp. DM, DD, NP, HP) les fonctions demi- 
longueur (resp. nombre de double monttes, nombre de double descentes, nombre de 
pits, somme des hauteurs des pits) dCfinies sur l’ensemble ‘9 des chemins (ou mots) de 
Dyck . 
Pour tout r6el v > -1, on note HP, la fonction dCfinie sur 9 par HP,,(w) = 
HP(w) + vDL(w). 
EXEMPLE. Le chemins de Dyck w de la Figure 1 est tel que DL(w) = 11, 
DM(w) = 3, DD(w) = 3, NP(w) = 8, HP(w) = 14 et HP,(w) = 14 + llv. 
DBFINITION 2.3. Un mot w de {x, X, a}* est un mot de Motzkin lorsque son image, 
par le morphisme ‘effaqant’ les lettres a, est un mot de Dyck. 
DEFINITION 2.4. Un chemin de Motzkin est un chemin w = (so, sl, . . . , s,) de P tel 
que sg = (0, 0), S, = (n, 0) et pour tout i, 0 s i s n, le pas (Si, Si+l) est un pas 
ClCmentaire Nord-Est, Sud-Est ou Est (Si = (x, y), s;+,(x + 1, y)). 
NOTATION. On note & I’ensemble des mots de Motzkin. 
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FIGURE 1. Un chemin de Dyck w 
DEFINITION 2.5. De man&e recursive, un arbre binaire A sur un ensemble de 
sommets S est soit vide, soit un triplet (r(A), g(A), d(A)) oti r(A) est un sommet 
appele rucine de A et g(A) et d(A) d eux arbres binaires, respectivement sous-arbre 
gauche et sous-arbre droit de A. Lorsqu’elle existe, la racine de g(A) (resp. d(A)) est 
appelee jifils gauche (resp. ~5% droit) du sommet r(A). On dit que r(A) est p&e de 
MA)) (resp. @(A))). U n sommet est appele feuille s’il n’a pas de fils, sommet 
interne sinon. Un arbre binaire est dit complet si chaque sommet interne a deux fils. 
NOTATION. On note d(s) le sous-arbre de racine s et 9(s) le nombre de feuille de 
a(s). On note 9(A) le nombre de feuilles de l’arbre A. La tuilfe de A est le nombre 
de sommets de A, soit 29(A) - 1 si A est complet. On notera 9 l’ensemble des arbres 
binaires complets et %I,, = {A E 93; 9(A) = n}. 
DEFINITION 2.6. Le parcours en ordre pr@xe d’un arbre binaire est le parcours de 
l’ensemble de ses sommets en ‘visitant’ d’abord la racine de l’arbre, puis le sous-arbre 
gauche en ordre prefixe, puis le sous-arbre droit en ordre prefixe. 
3. L’INVOLUTION o SUR LES CHEMINS DE DYCK 
Cette involution est due a G. Kreweras [lo]. Nous rappelons seulement ici sa 
definition, quelques unes de ses proprietes et montrons qu’elle conserve le parametre 
HP,,. 
Soit w un chemin de Dyck. Une rotation de 45” transforme w en un chemin w’ de P 
constitue de segments horizontaux et verticaux. Ce chemin w’ forme un ‘escalier’. 
Chaque segment horizontal (resp. vertical) Ctant une ‘marche’ (resp. ‘contremarche’). 
La longueur de chacun des segments correspond a la lurgeur d’une contremarche ou a 
la hauteur d’une marche. L’ordonnee (resp. l’abcisse) de chaque segment horizontal 
(resp. vertical) correspond au niveau (resp. kloignement) de la marche (resp. 
contremarche). Toute marche (resp. contremarche) de hauteur m 3 2 (resp. largeur 
c > 2) est associee a m - 1 double-montees (resp. c - 1 double-descentes) successives 
FIGURE 2. L’involution u. 
Une involution sur les chemins de Dyck 481 
du chemin de Dyck w. Traqons alors, ‘sous’ le chemin w’, les demi-droites verticales et 
horizontales issues des sommets extremites, double-montees et double-descentes de w. 
Considerons le chemin w” de P, trace sur ces demi-droites suivant les directions Est et 
Nord, en partant de I’extrCmitC initiale de w’ dans la direction Est et en changeant de 
direction chaque fois que l’on rencontre un point d’intersection entre deux demi- 
droites horizontale et verticale. Ce chemin w” de P, par symetrie par rapport a la 
premiere bissectrice. puis rotation de 45” dans le sens inverse determine un chemin de 
Dyck a(w). 
NOTATION. Soit w un mot de Dyck de longueur 2p (p 3 1) ayant n pits (1 G n G p). 
Ce mot w s’ecrit de man&e unique w = .x~G~&~~ . . . xi-f’-, oii pour tout k E [l . . . n ] 
on a lSi,Sp, lSjk up. Pour tout k, 0 G k s n, on pose mk = C!!=, i, et ck = Es=, jr. 
DEFINITION 3.1. Un chemin de Dyck w de longueur 2p, ayant IZ pits est entierement 
determine par la don&e des deux suites M(w) = (m,,, ml, . , . , m,) et C(w) = 
( co, Cl, . . . > c,). Les suites M(w) et C(w) correspondent respectivement aux niveaux 
des ‘marches’ et aux Cloignements des ‘contremarches’ de ‘l’escalier’ w’ obtenu par 
rotation de 45” du chemin de Dyck associe a w. 
EXEMPLE. Le couple de suites (M(w), C(w)) associe au chemin w de la Figure 1, 
est delini par M(w) = (0, 1, 2, 4, 5, 7, 9, 10, 1 l), C(w) = (0, 1, 2, 3, 4, 7, 8, 10, 11). 
NOTATION. Soit w un chemin de Dyck de longueur 2p ayant n pits, et M(w) = 
( WI, ml, . . . , %I), C(w) = ($9 cl, . . . , c,) les suites associes a w. On note M’(w) = 
(m(,=O,m;, . . . ,mL_,+,=p) et C’(w)=(c;,=O,c;, . . . .~;-~+,=p) les suites crois- 
santes definies a partir de M(w) et C(w) telles que: 
{m ,l..., m,-,} U {m;, . . . , r?&} = {Cl, . . , c,,_,} u {c;, . . . , &} 
={l,...,p-1) 
EXEMPLE. Pour le chemin w de la Figure 1, on a M’(w) = (0, 3, 6, 8, ll), 
C’(w) = (0, 5, 6, 9, 11). 
On a le resultat suivant [lo]: 
PROPOSI~ON 3.2. Pour tout chemin de Dyck w, les suites M’(w) et C’( w ) 
dbterminent un chemin de Dyck a(w) caractt+ise’ par le couple (M( a(w), C(a(w)) = 
(C’(w), M’(w)). 
PROPOSITION 3.3. Pour tout chemin de Dyck w, on a: 
D/5(0(w)) = DL(w), NP(a(w)) = DM(w) + 1, 
DM(u(w)) = /VP(w) - 1, HP(u(w)) = HP(w). 
(J, 2) 
(3, 4) 
PREUVE. Soit w un chemin de Dyck de longueur 2p ayant IZ pits. Soient 
M(w) = (m,, ml, . . . , m,), C(w) = (co, cl, . . . , c,), 
et C’(w) = (c& c;, . . 
M’(w) = (m;, m;, . . . , mL_,+,) 
. , c~_,,+~) les suites defines a partir de w. On a DL(u(w)) = p et 
NP(u(w)) = p - n + 1 d’ou les relations (1). (2) et (3). D’autre part, la hauteur du 
482 J. C. Lalanne 
k “Me pit de w est (mk - c~_~). Done HP(w) = CE=, (Q - ck-,). On a alors: 
HP(o(w))=p-t+l (CL-mk_,)= (pCp2+ l’-kz* Ck) - (pcp2-1)-k;, m,) 
k=l 
= HP(w). q 
On obtient alors le resultat suivant: 
TH~ORBME 3.4. L’application o dt;finit pour tout entier nature1 p une involution sur 
l’ensemble des chemins de Dyck de longueur 2p qui conserve le paramttre HP,,, 
4. LA BIJEC~ION cy ENTRE LES CHEMINS DE DYCK ET LES MULTICHA~NES 
D&INITIONS 4.1. Soit (E, G) un ensemble partiellement ordonne. On appelle 
multichaine (resp . chaine) de taille n toute suite croissante (resp. strictement 
croissante) r = (A,, . . . , A,) de points de E. Une chaine F est saturie si pout tout 
i=l , . . . 9 n - 1, il n’existe pas d’element A E E tel que Ai <A <Aj+l. Elle est 
maximale si elle est maximale au sens de l’inclusion (i.e. si elle est saturee et si son plus 
grand (resp. petit) ClCment est maximal (resp. minimal) dans E). 
Soit p entier, p 3 1. Dans la partie I$ = {(x, y) E N x N, 1 GX G y up} du plan P, on 
considere la relation d’ordre definie par (x, y) < (x’, y ‘) si et seulement si x =z.K’ et 
y <y ‘. Les chaines maximales de ce poset sont les chemins de $, allant de (1,1) a 
(p, p), situ& au dessus de la premiere diagonale, et n’admettant que des pas Est ou 
Nord. Ces chaines peuvent Ctre codees par des mots de Dyck de longueur 2p. 11 suffit 
de noter x chaque pas Nord et R chaque pas Est. Le chemin de Dyck s’obtient en fait 
par une rotation de 45” de la chaine. La Figure 3 montre une multichaine et le chemin 
associe . 
DEFINITIONS 4.2. Reprenant les definitions de [8], on appelle multichafne de taille k 
d’un chemin de Dyck w = (soI sl, . . . , s+) une suite c = (t,, . . . , tk) de k sommets de 
w dont les abscisses ont croissantes au sens large. On dira que w est le support de la 
multichaine (c, w). Le nombre d’occurrences du sommet t dans c est appele multiplicite’ 
de t dans la multichaine (c, w). On dira qu’une multichaine (c, w) s’arrste sur chaque 
pit si la multiplicite de tout pit de w est strictement positive. 
NOTATION. Pour tout mot de Dyck w, on note Z(w) l’ensemble des multichaines 
(c, w) s’arretant sur chaque pit du support w. On note %Yp = {(c, w) E U(w); w E 5&,} 
et V = {(c, w) E q(w); w e 9}. 
Adz A.A 
FIGURE 3. Une multichaine r de n4 et la multichaine de chemin de Dyck (c. w) correspondante. 
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DEFINITIONS 4.3. Soit Y > -1 et (c, w) = ((tl, . . . , tk), (SO, sl, . . . , $2~)) une 
multichaine c du chemin de Dyck w. Le v-p&& d’un sommet ti de hauteur h de c est 
p,(fi) = qv+h+‘. On pose p,(~)=~~~~p,,(tJ et p”(w) =qpy. Le v-poids de la 
multichaine (c, w) est pV(c, w) =p,(c)p,(w). 
EXEMPLE. La multichaine (c, w) = ((A, A, B, B, C, D, D, E), xx X Xxi) de la 
Figure 3 est telle que pV(c, w) = q14+11”. 
DEFINITIONS 4.4. Etant donnC un chemin de Dyck w, on appelle v-valuation des 
multichaines de Z(w) la somme des v-poids des multichaines de T(w). On notera: 
PY(~(W)) = c Pv(C7 w) et 
(C,W)EU(W) 
Pi = wZ_~vWW) = C PJG ~1. 
(c. W)E y 
Soit c,(n, k) le nombre de multichaines (c, V) de V de v-poids qk, dont le support v a 
pour longueur 2n. On note C,(t, q) = En30,k3, c ,(n, k)q’t” la fonction g6nCratice des 
multichaines de V. 
On rappelle le rCsultat suivant obtenu dans [12]: 
PROPOSITION 4.5. On a 
n+l 
Pv(%) = (1 4q)2”+, q 
(n+l)v 
6x+1 
/.3+, 
et la fonction gt%t+atrice des multichaines de V selon le v-poids et la longueur du 
support est C,(t, 4) = (I- q)R(qtl(l - q)*, 4). 
Soit w un chemin de Dyck. En remplasant dans w chaque facteur xX par la lettre ‘a’ 
on obtient un mot de Motzkin t(w) que l’on peut dCfinir de man&e Gcursive par: 
(i) t(~ i u) = a z(u) pour u mot de Dyck quelconque; 
(ii) t(x ui V) = x t(u) f T(V) pour u mot de Dyck non vide et v mot de Dyck. 
Cette application t de 9 dans A, consistant 5 marquer les pits d’un chemin de Dyck, 
delinit une bijection de 9 dans l’ensemble des mots de Motzkin sans facteur XX. En 
effaqant les lettres ‘a’ du mot t(w), on obtient un mot de Dyck 2) et une multichaine 
U(W) = (c, V) de Z(V) ofi c est associee aux lettres ‘u’ du mot t(w). Cette application (Y 
due B J. M. FCdou [g] est une bijection de 9 dans %. On trouvera Figure 4 un chemin 
w et la multichaine a(w) associCe. 
PROPOSITION 4.6. L’application (Y est une bijection qui transforme un chemin de 
Dyck w de gp, ayant n pits, m double-montbes et tel que HP,,(w) = k en une 
multichaine (c, v) de %,,, de taille n et de v-poids p,,(c, v) = qk. 
PREUVE. Soit w un chemin de Dyck ayant n pits, m double-montCes et tel que 
HP,(w) = k. Le mot t(w) est alors un mot de Motzkin sans facteur xz ayant n lettres 
W 
FIGURE 4. La bijection a. 
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‘u’ et m lettres ‘x’. La multichaine (u(w) = (c, V) est done un Clement de %,,, de taille n. 
Un pit de hauteur h de w se transforme en un point de la multichaine de v-poids qh+“. 
On a done, en notant H = HP(w), p”(c) = qH+n” et p”(v) = qm”. Le v-poids de (Y(W) 
est done p,(c)p,(v) = qk. 
EXEMPLE. La Figure 4 montre que la bijection (Y transforme un chemin de Dyck w 
satisfaisant a DL(w) = 11, AT(w) = 8, D&f(w) = 3 et HP,(w) = 14+ llv en une 
multichaine (c, v) de taille 8, de longueur de support 6 et de v-poids p,,(c) V) = q14+““. 
5. LA BIJECTION /3 ENTRE LES CHEMINS DE DYCK ET LES MULTIPARCOURS D’ARBRES 
D&INITIONS 5.1. Reprenant les definitions de [S], on appelle multiparcours (p, A) un 
couple constitue d’un arbre binaire A de d’une suite p = (sI, . . . , sk) de sommets de A 
en ordre prefixe au sens large (cad. Si+r est Cgal a si ou apres si dans l’ordre prefixe). A 
est le support de (p, A) et la muftiplicite’ dans (p, A) d’un sommet s est le nombre 
d’occurences de s dans p. On dira qu’un multiparcours (p, A) s’arr& sur un sommet s 
de A lorsque la multiplicite de ce sommet est strictement positive. 
NOTATION. On note Y(A) l’ensemble des multiparcours (p, A) 21 support l’arbre A 
s’arr$tant sur chaque jils gauche et sur chaque feuille, 9” = {(p, A) E Y(A); A E &} et 
Y= {(p, A) E Y(A); A E Ye}. 
DEFINITIONS 5.2. Soit v > -1 et (p, A) = ((sI, . . . , s,J, A) un multiparcours p de 
l’arbre A. Lx v-pods d’un sommet s de p est n,,(s) = q’+s@) oti 9(s) est le nombre de 
feuilles de a(s). En particulier, si s est une feuille, on a JG,(S) = q”+‘. Le v-poids du 
multiparcours (p, A) est JT,(P, A) = lIfzI=, Ed,&). 
EXEMPLE. Le multiparcours (p, A) de la Figure 5 est tel que 9(A) = 4 et 
p,=@; 2,3,3, 3,4, 5,696, 7, 7). L e v-poids de ce multiparcours est nV(p, A) = 
4 . 
DEFINITIONS 5.3. Etant don& un arbre binaire A, on appelle v-valuation des 
mdtiparcours de Y(A) la somme des v-poids des multiparcours de 9’(A). On notera: 
JG(~@))= 2 G(P, A) et 2 I~,(P, A). 
~~964) 
G(Z) = & x,(9(A)) = 
(P,A)E~~ 
Soit s&r, k) le nombre de multiparcours (p, A) de Y de v-poids qk et de support A 
ayant n feuilles. On note $(t, q) = C n21,kal sy(n,k)qkt” la fonction g&t&a&ice des 
multiparcours de 54 
On rappelle le r&.tltat suivant ([12]): 
PROPOSITION 5.4. On Q 
n(v+l) 
%(%4p,) = q 
(1 - qy: 
FIGURE 5. La bijection 6. 
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et la fonction generatrice des multiparcours de 9 selon le v-poids et le nombre de feuilles 
du support est S,(t, q) = (1 - q)@,,(qtl(l - q)*, q). 
A tout mot de Dyck w, on associe un multiparcours /3(w) = (p(w), A(w)), oti A(w) 
est un arbre binaire complet et p(w) une liste des sommets de cet arbre, de la man&e 
suivante: 
(i) si w =xX alors A(w) = r(A(w)) est l’arbre a un sommet, et p(w) = (r(A(w)) le 
multiparcours de cet arbre constitue de ce commet affect6 de la multiplicitt Cgale a 1; 
(ii) si w =x ul est un mot de Dyck primitif alors A(w) =A(u) et p(w) = 
(r(A(u)), p(u)); 
(iii) si w = xuZ u avec u mot de Dyck et v mot de Dyck non vide, alors A(w) = 
(r(A(u)), A(u), A(v)) et p(w) = (p(u), p(v)). 
Cette application /3, ddfinie dans [8], est une bijection de 9 dans 3’. 
Nous montrons alors le resultat suivant: 
PROPOSITION 5.5. L’application /3 transforme un mot de Dyck w ayant n pits, m 
double-montees et tels que HP,(w) = k en un multiparcours (p, A) de Yn de taille m + n 
et tef que JT,,(P, A) = q“. 
PREUVE. La definition de /3 montre que le multiparcours (p, A) s’arrke sur chaque 
feuille et chaque fils gauche de A. Les feuilles de A proviennent des pits de w, done 
(p, A) est un Clement de .Yn. D’autre part, si w = xi uv ii, avec i entier, u Dyck primitif 
et v Dyck non vide, alors p = (rt, p(u), p(v)), on en deduit que p est de taille m + n. 
On montre que zV(p(w), A(w)) = qk par recurrence: 
(i) si w = xi alors sr,(p(xZ), A(xi)) = q”+l; 
(ii) si w =x ui v avec u mot de Dyck et u mot de Dyck non vide, alors 
HP,(w) =HWu-9 + HP,(b) done JG(P(W), A(w)) = ~d,(p(u), A(~))JG(P(~), A(v)); 
(iii) si w =x uj avec u mot de Dyck, alors on a NP(w) = NP(u) = n = 9(A(u)) et 
HP(w) = HP(u) + n, d’ou HP,,(w) = HP,(u) + n + Y, et par suite JG,(P(w), A(w)) = 
q”+“Jd,(p(u), A(u)). 
EXAMPLE. La Figure 5 montre que la bijection /3 transforme un chemin de Dyck w 
satisfaisant a DL(w) = 11, NP(w) = 4, DM(w) = 7 et HP,(w) = 14+ llv en un 
multiparcours (p, A) de taille 11 d’un arbre A ayant 4 feuilles et dont le v-poids est 
n,,(p, A) = q14+‘lv. 
6. LA BIJECIION 6 ENTRE LES MuLrrCHAiNEs ET LES MULTIPARCOURS D’ARBRES 
A l’aide des resultats precedents, nous donnons alors une preuve bijective des 
resultats obtenus dans [12] dan le cas general et [8] dans le cas particulier oti v=O. 
THIZORBME 6.1. I1 existe une bijection entre les multichaines de %r et les multiparcours 
de Yr+, qui conserve le y-poids. 
PREUVE. On pose 6 = /? 0 (~0 (Y-*. Soit w un chemin de Dyck de longueur 2p et (c, w) 
une multichaine de Fe, de taille n et de v-poids qk de ce chemin w. Posons 
u = (Y-‘(c, w). Alors u est un chemin de Dyck de longueur 2(n +p), ayant n pits et p 
double-montees et tel que HP,(u) = k. Posons v = o(u), c’est un chemin de mCme 
longueur ayant (p + 1) pits, (n - 1) double-montees et tel que HP,,(v) = k. Le 
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multiparcours /3(v) est alors un multiparcours de Yp+I de taille (n +p) et de v-poids 
qk. L’application 6 est par consequent une application de V$, dans Y,,, conservant le 
v-poids. 
La somme des poids des multiparcours de Y,, est 
JGv(~rlP,) = c 
K feuille ou fds gauche de A qv+4(s) 
AEQBn ITS sommet deA (1 - qv+*(‘)) ’ 
La somme des poids des multichaines de %,, s’ecrit 
et on a: 
(PA)E~~+I (C.W)E% 
G(WG w)) = (c ZEZ P”(G w) =PY(%J 
. n 
Ceci prouve de man&e bijective l’egalite des fonctions precedemment citbes. 0 
REMARQUE 6.2. On constate que la valuation associee a un mot de Dyck w est 
differente de celle de l’arbre binaire A lui correspondant par 6. Par exemple, la somme 
des poids des multichaines du mot de Dyck represent6 Figure 4 est qsv+‘/{(l - 
q)‘[v + l]‘[v + 213[v + 31) et la somme des poids des multiparcours de l’arbre 
represent6 Figure 5 est q sv+6/{(l - q)‘[v + 114[v -t 2]“[v + 41). L’application 6 
transforme la multichaine de la Figure 4 en multiparcours de la Figure 5, mais 
P,(WW)) f nJy(A)) car la bijection 6 n’envoie pas les multichdnes de mCme support 
sur des multiparcours de mCme support. 
REMARQUE 6.3. Dans [8] on trouve une interpretation combinatoire d’un autre 
q-analogue du rapport des fonctions de Bessel 9, et 4 ,,+r en termes de multichames de 
chemin de Dyck s’arretant sur chaque montee et dans [12] on obtient une 
interpretation combinatoire de cette mtme fonction a l’aide de multiparcours d’arbres 
s’arretant sur chaque fils gauche, mais nous ne connaissons pas pour l’instant de preuve 
bijective de cette Cgalite. 
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